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УДК 514.15 

Нурмаханов Б.Н., д.т.н., профессор, ЕНУ им. Л.Н. Гумилева 

Бектыбаева З.К., ст.преподаватель ЕНУ им. Л.Н. Гумилева  

МЕТОД ПРИБЛИЖЕННОЙ ЗАМЕНЫ ДИСКРЕТНО-ЗАДАННОЙ ЛИНИИ 

ДУГОЙ МОНОИДАЛЬНОЙ КРИВОЙ С СОБЛЮДЕНИЕМ 

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ СВОЙСТВ В НЕКОТОРЫХ ЗАДАННЫХ ТОЧКАХ 

Аңдатпа: Ғылыми мақалада берілген және ретімен орналасқан нүктелерді бір моноидалды 

қисықпен аралас интерполяция жасау әдісі. Моноидальды қисық бекітілген нүктелер арқылы дәл өтеді, 

ал басқа нүктелер арқылы кіші квадраттар әдісін қолданып өтеді. Табылған қисықтың теңдеуі 

анықталған. 

Кілт сөздер: моноидальдық қисық, аралас интерполяция, моноидальды түрлендіру. 

Abstract: The paper proposes a method of replacing discrete predetermined arc line monoidal curve in 

compliance with the interpolation properties of certain specified tochkah.Pri the arc monoidalnoykrivoy 

prohoditv exactly fixed points, and the rest passes through using the method naymenshih squares. Defined 

dravnenie obtained curve. 

Keywords: monoidal curve, mixed interpolation, monoidal transformation. 

Предлагаемый новый метод приближенной замены дискретно-заданных контуров 

дугами моноидальных кривых, задаваемых рациональными параметрическими 

уравнениями, с соблюдением интерполяционных свойств в некоторых заданных точках 

заключается в следующем [1,2,3]. 

Пусть проектируемая кривая или одномерный обвод кривых ζI (например выпуклый 

или вогнутый, может иметь точку перегиба) заданное совокупностью дискретных точек, 

количество котрых n. При этом аппроксимирующая кривая должна проходить точно через 

некоторые задаваемые конструктором точки, количество которых равно h. 

Аппроксимирующая моноидальная кривая ζI задается уравнением моноидального 

преобразования T, например, третьего порядка: 

X1
1=pII+pI2xI+pI3x2+pI4xIx2+pI5xI

2+pI6x2
2+pI7xI

2x2+pI8xIx2
2+pI9xI

3+pI,I0x2
3=ζI(xI,x2); (1) 

X2
1=p2I+p22xI+p23x2+p24xIx2+p25xI

2+p26x2
2+p27xI

2x2+p28xIx2
2+p29xI

3+p2,I0x2
3=ζ2(xI,x2),

И гладкой дугой заранее фиксированного прообраза ζ 

          X2=ϑ(XI),  (2) 

где 

XI
1, X2

1 - координаты точек аппроксимирующей кривой ζ1; pII, pI2,..,p2,I0 – неизвестные

коэффициенты; xI,x2 – координаты точек прообраза ζ. 0≤xI≤I; значения xI фиксируются 

пропорционально сумме длин хорд от начальной до рассматриваемой точки контура.  

Например, прообраз задается уравнением: x2=I/(I+xI)
2.

Задача формирования математической модели кривой ζI заключается в определении 

коэффициентов уравнений плоского моноидального преобразования Т (1) из условия его 

задания парой плоских многоугольников, вершины которых принадлежат соответственно 

прообразу ζ и образу ζI, с учетом заданных дополнительных требований (критерия 

приближения и др.). 

В качестве критерия приближения принимаем метод наименьших квадратов. Отчет 

уклонения или “невязки” каждой заданной точки от заменяющей кривой ведется 
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понормали к ней. Учитывая принятую систему отсчета уклонений, в качестве “невязки” по 

координатам принимаем: 

δIζ=ʄI(XIζ, X2ζ) – XIζ
L; (3) 

δ2ζ=ʄ2(XIζ, X2ζ) – X2ζ
L,  (4) 

где 

XIζ
L, X2ζ

L – координаты заданных точек аппроксимируемого контура ζL; ζ=I…n; n –

количество заданных точек; ʄI(XIζ, X2ζ), ʄ2(XIζ, X2ζ) – определяет координаты точек 

аппроксимирующей кривой ζI. 

Принимая в качестве критерия приближения метод наименьших квадратов, запишем 

минимизируя функцию суммы квадратов “невязок”:  

FI=  
   (fI(XIζ, X2ζ)- XIζ

L)2; (5) 

F2=  
   (f2(XIζ, X2ζ)- X2ζ

L)2, (6)  

где 

XIζ
L, X2ζ

L – координаты заданных точек аппроксимируемого контура ζL; i=1…n; n –

количество заданных точек; fI(XIζ, X2ζ), f2(XIζ, X2ζ) – определяют координаты точек 

аппроксимирующей кривой ζI. 

Дополнительные условия точной замены в фиксированных n точках дискретно-

заданного контура можно записать в виде следующих уравнений:  

X1u
L=pII+pI2xIu+pI3x2u+pI4xIux2u+pI5xIu

2+pI6x2u
2 

+pI7xIu
2x2u+pI8xIux2u

2+pI9xIu
3+pI,I0x2u

3=αu(xIu,x2u); (7) 

X2u
L=p2I+p22xIu+p23x2u+p24xIux2u+p25xIu

2+p26x2u
2+p27xIu

2x2u

+p28xIux2u
2+p29xIu

3+p2,I0x2u
3=βu(xIu,x2u);

где 

h – число фиксированных точек контура ζL, через которые аппроксимирующая дуга 

проходит точно; u – номера фиксированных точек контура ζL, через которые 

аппроксимирующая дуга проходит точно; X1u
L, X2u

L – координаты фиксированных точек

контура ζL; X1u, X2u - координаты точек прообраза ζ, однозначно соответствующих

фиксированным точкам контура ζL. 

 ₁₁,  ₁₂,…, ₂,₁₀ - неизвестные коэффициенты; αᵤ(x₁ᵤ,x₂ᵤ), β(x₁ᵤ,x₂ᵤ) – определяют 

координаты точек аппроксимирующей кривой ζI.  

Рассматриваемая задача (на условный экстремум) состоит в нахождении минимума 

функции F₁(5) и F2(6) при ограничениях (7). Решить ее можно методом неопределенных 

коэффициентов Лагранжа [4]. Для этого составляем новые. 

V₁=F₁+d₁₁α₁+d₁₂α₂+…+d₁hαh; (8) 

V₂=F₂+d₂₁β₁+d₂₂β₂+…+d₂hβh; (9) 

где 

h – число фиксированных точек заданного контура ζL, через которые 

аппроксимирующая дуга ζI проходит точно; 

αᵤ, βᵤ - функции, задаваемые системой (7); u – номера фиксированных точек контура 

ζL, через которые аппроксимирующая дуга проходит точно; 
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F₁, F₂ - определяются выражением (5) и (6); 

d₁ᵤ, d₂ᵤ - неизвестные коэффициенты. 

Записывая условия экстремума функции V₁ и V₂ через частные производные по 

неизвестным коэффициентам P₁m, P₂m, d₁e, d₂e получим две системы m+h линейных 

уравнений аналогично системам (7) и (8). Решив их найдем неизвестные коэффициенты 

P1m, P2m, d1e, d2e для m=1…10 и e=1…h. 

После определения неизвестных коэффициентов P₁m, P₂m параметрическое уравнение 

искомой аппроксимирующей моноидальной кривой ζI задается системой (1) относительно 

параметра x₁, где x₂ выражается уравнением (2). 

Если в дополнительных условиях точной замены заданы первые и вторые производные 

в фиксированных точках контура ζL, то следует продифференцировать уравнения системы 

(1) относительно параметра x₁ и включить их в дополнительные условия (см. уравнения 

(7)) точной замены кривой.  

Если задано конкретное требование к форме аппроксимирующей дуги, то 

рекомендуется использовать моноидальнык кривые, задаваемые параметрическими 

уравнениями (4) и (8). Кроме самостоятельного использования в решении различных 

геометрических задач рассматриваемый метод рекомендуется применять совместно с 

методом аппроксимации кривой для сглаживания дискретно заданных одномерных 

обводов точек. Предлагаемый алгоритм сглаживания дискретно задано одномерным 

обводах точек рассмотрим, например, дискретно заданной криволинейной ватерлиний 

судовой поверхности. 

Пусть задан несглаженный точечный каркас криволинейной ватерлинии судовой 

поверхности. Требуется сглаживание заданного точечного каркаса ватерлинии, чтобы эти 

точки принадлежали плавной гидродинамической кривой.  

Фиксируется дугу ζ1
1 рассматриваемой ватерлинии L, например, между

теоретическими шпангоутами 6 и 16. Дуга ζ1
1ϲL сглаживается методом аппроксимации

кривой. При этом в базу данных записываются сглаженные координаты точек, 

принадлежащих, например теоретическим шпангоутам 8 и 14. 

Фиксируется дуга ζ2
1рассматриваемой ватерлинии L, включающей часть предыдущей

дуги. Например, дуга ζ2
1 включает теоретические шпангоуты 0…11. Дуга ζ2

1ϲL

сглаживается методом смешенной аппроксимации. При этом фиксируются точки 

теоретических шпангоутов 0,2,4,8,9,10,11. Через остальные проектируемая дуга ζ2
1

проходит приближенно (критериям приближения является метод наименьших квадратов).  

В базу данных записываются сглаженные координаты точек, принадлежащих 

теоретическим шпангоутам 0…7. Выделяется дуга ζ3
I рассматриваемой ватерлинии L,

включающей часть предыдущей дуги. Например, дуга ζ3
Iвключает теоретические

шпангоуты II…2I. Дуга ζ3
IϲL сглаживается методом смешанной аппроксимации. При этом

фиксируются точки теоретических шпангоутов 11,12,13,14,17,19,21. Через остальные точки 

проектируемая дуга ζ3
I проходит приближенно. В базу данных записываются сглаженные

координаты точек, принадлежащих теоретическим шпангоутам 15…21. Результаты 

сглаживания рассматриваемой ватерлинии используются в дальнейших инженерных 

расчетах. 

Рассмотренный метод аппроксимации кривых с соблюдением интерполяционных 

свойств в некоторых заданных точках объединяет преимущества приближенного способа и 

способа интерполяционных кривых и как универсальный представляет практическую 

ценность, поэтому предлагаем его использовать при формировании математической 

модели дискретно заданных кривых и каркасных поверхностей технических форм.  

ПРИМЕР. Аппроксимацию обвода кривых (рис.) по предложенному методу проведем 

на ЭВМ по заданным координатам 11 точек в отрезке -16≤X≤24; в точках 1, 3, 5, 7, 9, 11 

выполняется условие точного прохождения.  

Параметрическое уравнение аппроксимирующей моноидальной кривой имеет вид: 
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X2=X2' 

X1=X1’ 

уравнение (10)

y=0.00625(x+16)

y=1.601+0.199x+0.006249x2 

y=(x+16)2/160 

y=0.00625(x+16)

y=1.601+0.199x+0.006249x2 

y=(x+16)2/160 

X1
1=pII+pI2xI+pI3xI

2+pI4xI
3+pI5x2+pI6x1x2+pI7xI

2x2+pI8x2
2+pI9xIx2

2+pI,I0x2
3;

X2
1=p2I+p22xI+p23xI

2+p24xI
3+p25x2+p26x1x2+p27xI

2x2+p28x2
2+p29xIx2

2+pI,I0x2
3;

X₂=K+K(1-X₁)²/(1+X₁)²; 

K=Xk³/[1+(1-XH)²/(1+XH)²]; 

XH=1.01; Xk=1,11; X1
1, X2

1- координаты точек аппроксимирующей моноидальной

кривой; 

p₁₁, p₁₂,…,p₂,₁₀ - постоянные коэффициенты 

x₁ - параметр; xH≤x₁≤xK. 

Исследование с конструированной дуги кривой с помощью первой и второй 

производных показало, что она непрерывна (не имеет асимптотических разрыва) и выпукла 

вниз в рассматриваемом интервале.  

а) 

б) 

Рисунок - 1. Пример интерполяции со сглаживанием обвода кривых дугой моноидальной кривой 

а) полученный результат 

 б) заданный обвод кривых 
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Для проверки точности аппроксимации были подсчитаны координаты точек полученной 

кривой с шагом ∆x₁=0.001. Точность совпадения фиксированных шести точках ԑ≤10⁻⁸. В 

промежуточных точках максимальная погрешность ԑ≤10⁻⁷. Для первой производной 

максимальная погрешность ԑ≤10⁻⁶ радиана. 

Итак, пример интерполяции со сглаживанием заданной кривой по предложенному 

методу показал, что точность аппроксимации удовлетворяет потребностям практики, три 

участка обвода кривых заменены одним уравнением моноидальной кривой (количество дуг 

обвода кривых меньше 3 раза), возможно его использование в инженерной практике. 
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ВИЗУАЛИЗАЦИЯ 3D-ОБЪЕКТОВ С ПОМОЩЬЮ ТЕХНОЛОГИИ 

ДОПОЛНЕННОЙ РЕАЛЬНОСТИ 

Аңдатпа: Қазіргі заманғы дизайн сандық жасқа жобалау деп аталады және  іс-қимылың кең 

амплитудасы кейінгі өнеркәсіптік дизайн деп саналады, ол функционалдықтан бастап ойын-сауыққа атап 

өтті. Біздің ойымызша, айтарлықтай көрнекі коммуникациялық технологиялар мүмкіндігін арттыру үшін 

табиғи ортада мультимедиялық объектілер және үш өлшемді суреттерді көрсету, сонымен қатар 

дүниежүзілік ғаламдық Интернет ресурстарына оңай көшу мүмкіндігі бар десек те болады. 

Кілт сөздер: визуальдық коммуникациялар, толықтырылған шындық, демонстрациялар. 

Abstract: Nowadays design is called the design of the digital age, post-industrial design with a wide 

amplitude of action - from the functional to the spectacular highlighted. There fore, in our view, significantly 

enhance the ability of visual communication technology has enabled augmented reality, which can not only 

demonstrate the multimedia objects and three-dimensional images in a natural environment, but also has the 

possibility of easy transition to the resources of the World Wide Web. 

Key words: visual communication, augmented reality demonstration. 

В современных условиях такие термины как «дизайн» или «оформление», непременно 

связаны с «моделированием», «проектированием» поскольку этот процесс предусматри-

вает разработку определенной идеи и ее воплощению в печатном или цифровом виде.  

В наше время дизайн называют дизайном цифровой эпохи, постиндустриальным 

дизайном с широкой амплитудой действий - от функционального до подчеркнуто 

зрелищного [1,с.10]. Потребность в наглядности посредством визуальных коммуникаций 

становится все более востребованным и информативным практически в любой сфере 

деятельности человека. Но если визуальная коммуникация посредством простых плоских 

изображений является доступной и имеет достаточно большой опыт в моделировании и 

демонстрации как к примеру, растущая популярность использования инфографики 

(наглядно передающая сложную информацию), то с появлением мультимедиа и 
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